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RÉSUMÉ. Dans ce travail on présente une méthode originale de construction d’un élément fini
de poutre affectée de fissurations. La souplesse additionnelle due à la présence des fissures
est identifiée à partir de calculs éléments finis tridimensionnels tenant compte des conditions
de contact unilatéral entre les lèvres. Cette souplesse est répartie sur toute la longueur de
l’élément dont on se propose de construire la matrice de rigidité. La démarche permet un gain
considérable en temps de calcul par rapport à la représentation nodale de la section fissurée
lors de l’intégration temporelle de systèmes différentiels en dynamique des structures.
ABSTRACT. In this paper, an original method for construction of a cracked beam finite element
is presented. The additional flexibility due to the cracks is identified from three-dimensional
finite element calculations taking into account the unilateral contact conditions between the
cracks lips. Based on this flexibility which is distributed over the entire length of the element, a
new cracked finite element stiffness matrix is deduced. Considerable gain in computing efforts
is reached compared to the nodal representation of the cracked section when dealing with the
numerical integration of differential equations in structural dynamics.
MOTS-CLÉS : fissure, poutre, contact unilateral, éléments finis, rotor.
KEYWORDS: crack, beam, unilateral contact, finite element, rotor.
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1. Introduction
Les arbres de machines tournantes constituent des structures difficiles à analyser.
Ils sont souvent composés de plusieurs tronçons et soumis à des sollicitations d’ori-
gines diverses suivant les applications auxquelles ils sont destinés. Les rotors sont
omniprésents dans les industries aéronautique, aérospatiale, automobile et en particu-
lier dans l’industrie de l’énergie où l’enjeu économique est important. Aux USA, une
grande partie des centrales de production d’électricité ont été construites au cours des
années 1960 et dimensionnées pour une durée de vie de 30 ans (Dimarogonas, 1996).
D’après Bently et al. (1986), dans les années 1970 et jusqu’au début des années 1980,
au moins 28 cas de rupture d’arbres dus à la présence de fissures ont été enregistrés
dans l’industrie de l’énergie aux USA malgré l’inspection des machines avant le dé-
marrage et au cours de l’exploitation.
Depuis les années 1980, l’intérêt des chercheurs à caractériser les structures com-
portant des fissures ne fait que croître. Entre le début des années 1970 et la fin des
années 1990, plus de 500 articles concernant les structures fissurées ont été publiés
(Dimarogonas, 1996). Un résumé des principaux travaux analytiques, numériques et
expérimentaux développés pour la modélisation et l’étude du comportement des struc-
tures fissurées a été présenté par Dimarogonas et al. (1983), Entwistle et al. (1990),
Wauer (1990), Gasch (1993), Dimarogonas (1996), El Arem (2006).
L’étude des rotors de turbines fissurés a commencé dans l’industrie de l’énergie
aux USA avec les travaux de Dimarogonas (Dimarogonas, 1970; Dimarogonas, 1971).
En Europe, les premiers travaux sont apparus quelques années plus tard et font encore
référence (Gasch (1976), Mayes et al. (1976), Henry et al. (1976)). Ces auteurs ont
considéré un modèle simple de respiration de la fissure auquel on fait souvent réfé-
rence par le "switching crack model" ou le "hinge crack model" : la fissure est soit
totalement ouverte soit totalement fermée.
Zuo (1992), et Zuo et al. (1994) ont également utilisé un modèle bilinéaire pour
décrire approximativement la vibration d’un arbre fissuré dans le but de développer
une méthode de détection de fissures en ligne. Ils ont effectué l’étude d’un système à
1 ddl puis ils ont examiné le comportement d’un système à 2 ddl. En se basant sur la
notion de mode normal de Rosenberg, ils ont défini les modes non linéaires du système
linéaire par morceaux. Ces derniers ont été mis en évidence numériquement, et dans
certains cas simples, analytiquement.
Bachschmid et ses collaborateurs (Bachschmid et al., 2002; Bachschmid et al.,
1980; Bachschmid et al., 2004) ont examiné les effets de la présence d’une fissure sur
la réponse vibratoire d’un rotor ou d’un axe de pompe. Des modèles expérimentaux
et numériques ont été proposés, les effets thermiques sur le mécanisme de respiration
de la fissure ont été pris en compte dans (Bachschmid et al., 2004). Il a été rapporté
que la distribution de température n’est pas influencée par la présence de la fissure
contrairement à celles des contraintes et des déformations.
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Bachschmid et al. (1980) ont proposé la mise en œuvre d’une procédure itérative
de résolution de l’équation d’équilibre de la section fissurée soumise aux efforts de
flexion et de traction-compression pour calculer ses moments quadratiques caracté-
ristiques. Dans ce cadre (Varé et al., 2000), il faut définir la famille de champs de
contraintes statiquement admissibles où rechercher la solution. On peut craindre que
cette démarche conduise à des temps de calcul relativement élevés. Cette méthode tra-
duit également le souci de décrire finement la réponse de l’élément de rotor fissuré en
fonction de l’orientation des efforts qui lui sont appliqués.
Une comparaison des différentes approches de modélisation des poutres fissurées a
été présentée par Friswell et al. (2002). Les auteurs ont montré que pour la surveillance
des structures basée sur les vibrations en basses fréquences, des modèles simples de
flexibilité de la fissure et des éléments de type poutre sont adéquats. Cependant, la
démarche de modélisation basée sur un système dynamique bilinéaire, qui fait encore
référence, n’en reste pas moins approchée, ce qui amène à quelques réserves quant à
la qualité des résultats quantitatifs issus de son exploitation.
Aujourd’hui, la plupart des travaux sur la vibration des rotors fissurés consistent à
explorer plus profondément certains points particuliers tels que la phase d’accélération
ou de décélération de l’arbre, le passage par la vitesse critique ou le couplage entre
divers modes de vibrations afin d’exhiber des paramètres favorisant la détection des
fissures dans le cadre d’une procédure de surveillance. Ces travaux dont on peut citer
par exemple ceux de Darpe et al. (2004), ceux de Jun et Eun (Jun et al., 1992) et ceux
de Sinou et al. (2005) et Sinou et al. (2007) où on trouve les résultats numériques
et expérimentaux de leurs investigations sur certains points tels que cités ci-avant,
restent fidèles aux principes théoriques formalisés dans le courant des années 1970
dans quelques articles fondateurs. Parallèlement, le progrès remarquable et continu
de l’outil informatique permet la réalisation de performantes modélisations tridimen-
sionnelles. Ainsi, il est devenu possible d’envisager une identification de la loi de
comportement d’une section d’arbre fissurée qui s’affranchisse d’un certain nombre
d’hypothèses et d’approximations faites jusqu’à présent sans dégrader les coûts des
calculs de dynamique des arbres tournants.
L’objectif principal de ce travail est la présentation d’une nouvelle méthode de
construction d’un élément fini de poutre comportant des fissures. La validation de la
démarche sur un cas d’arbre fissuré en rotation autour de son axe est ensuite pré-
sentée. Les résultats obtenus pourraient être utiles dans le cadre d’une procédure de
surveillance des arbres tournants visant la détection des fissures.
2. Modélisation des arbres fissurés
2.1. Etat de l’art
Le comportement vibratoire d’un arbre fissuré est non linéaire et assez complexe.
Il nécessite, pour une description pertinente, une modélisation fine et précise de l’arbre
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et des fissures afin de permettre l’identification et le calcul des paramètres caractérisant
leur présence.
Les modèles actuels de rotors fissurés reposent sur deux principes fondamentaux :
– la représentation de la section fissurée par une flexibilité locale,
– la prise en compte d’un mécanisme d’ouverture-fermeture de la fissure, encore
appelé respiration.
Les premières tentatives d’analyse et de calcul de la flexibilité locale d’une région
fissurée d’un élément de structure sont dues à Irwin (1957), Bueckner (1958), West-
mann et al. (1967) en reliant la flexibilité locale aux facteurs d’intensité de contraintes.
Dans le cas d’une structure élastique contenant une fissure de profondeur a, le théo-
rème de Castigliano permet de calculer, en tout point de la structure, le vecteur dépla-
cement additionnelu dû à la présence de la fissure sous l’action du vecteur chargement
P par
u =
∂
∂P
∫ a
0
G(a)da [1]
ensuite les termes de la matrice de flexibilité locale cij sont calculés par la formule
cij =
∂2
∂Pi∂Pj
∫ a
0
G(a) da, 1 ≤ i, j ≤ 6 [2]
G est le taux de restitution de l’énergie relié, dans le cadre de l’élasticité linéaire quasi
statique et des petites perturbations, aux facteurs d’intensité de contraintes au même
point (KI , KII et KIII ) par la formule d’Irwin (1957).
Depuis, les efforts se sont multipliés pour l’évaluation des coefficients d’intensité
de contraintes pour différentes géométries de fissures et de structures. Il existe de
nombreuses solutions analytiques ou semi-analytiques pour les solides fissurés infinis
ou de forme extérieure simple compilées dans des recueils comme celui de Tada et al.
(1973).
Liebowitz et al. (1967), Liebowitz et al. (1968) et Okamura et al. (1969) ont exa-
miné les effets de la présence d’une rainure sur la stabilité au flambage élastique des
colonnes. En combinant les résultats de la mécanique de la rupture aux résultats expé-
rimentaux de Brown et al. (1966), ils ont proposé une formule pour l’identification de
la flexibilité locale d’une poutre de section rectangulaire fissurée en flexion.
Dans deux notes techniques à la NASA, Gross et Srawley (Gross et al., 1964;
Gross et al., 1965) ont identifié les coefficients d’intensité de contraintes et les termes
de la matrice de flexibilité locale pour des éléments fissurés soumis à des efforts de
flexion et de traction. Ils ont, en particulier, identifié les termes de couplage. De même,
Rice et al. (1972) ont examiné ce couplage dans leur étude des plaques élastiques
fissurées.
Dimarogonas et ses collaborateurs (Dimarogonas, 1982; Dimarogonas et al., 1983;
Dimarogonas, 1987; Dimarogonas, 1988), et Anifantis et al. (1983) ont introduit la
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matrice de flexibilité (6 × 6) d’une section fissurée. Ils ont noté qu’elle contient des
termes extra-diagonaux conduisant au couplage des vibrations longitudinale et trans-
versale. En négligeant les effets de torsion, ils ont évalué les termes de cette matrice
(5× 5) pour une section rectangulaire contenant une fissure transversale. Papadopou-
los et Dimarogonas (Papadopoulos et al., 1987a; Papadopoulos et al., 1987b; Papa-
dopoulos et al., 1987c), et Ostachowicz et Krawczuk (Ostachowicz et al., 1992) ont
évalué tous les termes de la matrice (6 × 6) d’une section de poutre de Timoshenko
fissurée pour tout cas de chargement.
Cependant, dans le cas d’une géométrie cylindrique telle que celle des rotors
de turbines, il n’existe pas d’expressions analytiques des facteurs d’intensité de
contraintes, ce qui a conduit Dimarogonas et al. (1983) à discrétiser la surface fissurée
en un ensemble d’éléments indépendants. Sur chacune de ces surfaces élémentaires,
les coefficients d’intensité de contraintes peuvent être approchés par des formules ana-
lytiques, ensuite le taux de restitution d’énergie est déterminé par intégration.
Si elle offre l’avantage d’être facilement applicable dans un algorithme numérique,
cette méthode n’en reste pas moins une approximation dont la précision n’est pas
établie (Varé et al., 2000). Par ailleurs, des problèmes de convergence de la procédure
d’intégration ont été mis en évidence lorsque la profondeur de la fissure dépasse le
rayon de la section du rotor (Abraham et al., 1994; Dimarogonas, 1994). Enfin, la
généralisation de cette démarche à toute géométrie de section fissurée est complexe,
voire impossible dans certains cas où la fissure n’est pas connexe.
Pour identifier numériquement les coefficients de flexibilité locale dus à la pré-
sence d’une fissure, plusieurs tentatives ont été faites. Dirr et al. (1988), et Imam et al.
(1989) ont utilisé une modélisation par éléments finis tridimensionnels avec un com-
portement élastique. Ostachowicz et al. (1990) ont utilisé des éléments triangulaires et
un comportement élastoplastique du matériau. Go et al. (1994) ont rapporté que l’uti-
lisation de la méthode des éléments finis pour modéliser la variation des contraintes en
fond de fissure nécessite des maillages très raffinés et des temps de calculs importants
tant la procédure converge lentement.
L L
z
x
y
(a) Modèle tridimensionnel
L L
Element discret
(b) Modèle poutre
Figure 1. Modélisation de l’élément de poutre fissurée
Une méthode originale de calcul de la loi de comportement en flexion d’une poutre
fissurée a été proposée par Varé et al. (2000) et Andrieux et al. (2002). Elle consiste à
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identifier, à partir de calculs tridimensionnels tenant compte du contact unilatéral entre
les lèvres des fissures, une relation de comportement non linéaire entre le moment de
flexion appliqué à la section fissurée et le champ de déplacement résultants. Cette
démarche a été validée expérimentalement par Audebert et al. (2000). Puis elle a été
mise en œuvre sur plusieurs cas industriels, en particulier des turbines.
Pour l’élément fissuré de la figure 1 soumis, en z = 2L, au couple de moments
M2L = (Mx(2L),My(2L)) à l’exclusion de tout autre effort, Andrieux (2000) a dé-
montré certaines propriétés de l’énergie élastique du problème, W ∗. Elles ont permis
de réduire considérablement les calculs tridimensionnels nécessaires à l’identification
de la loi de comportement recherchée. En particulier, pour un matériau élastique li-
néaire, sous l’hypothèse des petites perturbations et en l’absence de frottement sur les
lèvres des fissures : La fonction W ∗ est strictement convexe et positivement homogène
de degré 2. Ainsi, l’énergie peut s’écrire, en distinguant l’apport de la section fissurée
et celui des éléments sains, sous la forme :
W ∗(M 2L) = W
∗(M) =W ∗s (M ) + w
∗(M) =
L
EI
||M ||2(1 + s(Φ)) [3]
oùM = (Mx,My) désigne le couple de moments de flexion au niveau de la section
fissurée, W ∗s (M) l’énergie élastique totale de l’élément sain sous le chargementM
et w∗(M ) l’énergie élastique supplémentaire due à la présence de la fissure. La di-
rection de chargement est définie par l’angle Φ = atan(MyMx ). s(Φ) est la fonction de
souplesse additionnelle due à la présence de la fissure. E est le module de Young et I
le moment d’inertie quadratique.
Dans le cas d’une fissure à fond droit d’une profondeur a telle que aD ≤ 50%,
la fissure est totalement fermée lorsque Φ = pi2 . Son ouverture s’accompagne d’une
évolution importante de s(Φ) conduisant à une fissure totalement ouverte lorsque Φ =
3pi
2 , cf. figure 2(a). La fonction s(Φ) ne dépend que de la direction de chargement
définie par Φ : elle est indépendante de ||M||, cf. figure 2(b).
Comme l’illustre la figure 2(c), l’énergie apportée par la section fissurée, w∗(M ),
est indépendante de L pour L ≥ 2D en accord avec le principe de Saint Venant
(El Arem, 2006). Dans ce cadre, la relation de comportement non linéaire de l’élément
discret modélisant la fissure s’obtient par dérivation de l’énergie élastique apportée par
la section fissurée par rapport àM .
[θ] =
(
[θx]
[θy]
)
=
2L
EI
(
s(Φ) − 12s
′(Φ)
1
2s
′(Φ) s(Φ)
)(
Mx
My
)
, s′(Φ) =
ds(Φ)
dΦ
[4]
[θ] désigne le vecteur des discontinuités de rotations de part et d’autre de la section fis-
surée. Cependant, une loi de comportement exploitable par les codes de lignes d’arbres
doit être de la forme [θ] = f(M). Ceci a conduit les auteurs à introduire une pro-
priété de la fonction énergie de déformation élastique apportée par la section fissurée
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w([θ]) : La fonction w est strictement convexe et positivement homogène de degré 2 :
Cette propriété a permis d’écrire cette énergie sous la forme :
w([θx], [θy]) =
EI
4L
k(ϕ)||[θ]||
2
avec ϕ = atan(
[θy]
[θx]
) [5]
L’application de la transformée de Légendre-Fenchel permet, en établissant la rela-
tion reliant les deux fonctions énergies w∗(M ) et w([θ]), l’identification de la fonc-
tion rigidité k(ϕ) à partir de la fonction souplesse s(Φ) issue des calculs tridimen-
sionnels. La loi de comportement de la section fissurée est obtenue par dérivation de
la fonction énergie de déformation w([θ]). On écrit alors
(
Mx
My
)
=
EI
2L
(
k(ϕ) − 12k
′(ϕ)
1
2k
′(ϕ) k(ϕ)
)(
[θx]
[θy]
)
, k′(ϕ) =
dk(ϕ)
dϕ
[6]
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Figure 2. Souplesses apportées par la section fissurée
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2.2. Construction d’un élément fini de poutre fissurée
Il existe deux procédures pour introduire la flexibilité locale due à la fissuration
d’une section dans une poutre. La première, consiste en la construction d’une matrice
de rigidité exclusivement pour la section fissurée représentée, alors, par un ressort no-
dal. Il s’agit d’inverser la matrice de souplesse de la section fissurée. Ainsi, lorsque la
fissure est très peu profonde, ou lorsque le chargement conduit à sa fermeture totale, la
souplesse apportée par la section fissurée est très faible, voire nulle et, par conséquent,
les termes de la matrice de rigidité deviennent très élevés conduisant à des problèmes
de convergence et des coûts de calculs trop élevés lors de l’intégration numérique du
système différentiel résultant (El Arem, 2006; Saavedra et al., 2001).
z
Tx1
Mx1
A
Ty1
My1
My2
Tx2
Mx2
Ty2
B
Le Le
Figure 3. Schéma de l’élément fini de poutre fissurée
La seconde technique, adoptée ici, consiste à construire la matrice de rigidité d’un
élément fini de poutre fissurée et de l’assembler avec les éléments représentant les
parties saines du système comme dans le cas classique. Ainsi, l’énergie élastique ap-
portée par la section fissurée n’est plus concentrée au niveau de l’élément nodal qui
la représente mais répartie sur toute la longueur de l’élément fissuré. Dans des études
antérieures (Verrier et al., 2003; El Arem et al., 2003; El Arem, 2006), on a mon-
tré que les effets du cisaillement sur le mécanisme de respiration de la fissure sont
négligeables et ne seront, par conséquent, pas considérés dans cette étude.
On considère l’élément fini de poutre fissurée de longueur 2Le, de section circu-
laire de diamètre D et de moment d’inertie quadratique I , cf. figure 3. Les déplace-
ments du nœud A sont tous bloqués, on commence alors par établir une relation de la
forme
u = S(f ) · f [7]
f = {Tx2, Ty2 ,Mx2 ,My2}
t
et u = {ux2 , uy2 , θx2 , θy2}
t désignent, respectivement,
les vecteurs chargement et déplacement résultants au niveau de la section libre
(z = 2Le). S(f ) est la matrice de souplesse de la structure.
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Au niveau de la section fissurée (z = Le), les efforts intérieurs sont donnés
par :


Tx = Tx2
Ty = Ty2
Mx =Mx2 − LeTy
My = My2 + LeTx
[8]
La respiration de la fissure est gouvernée par la direction du moment de flexion
au niveau de la section fissurée M = (Mx,My). Soit Φ = atan(MyMx ), l’énergie
élastique de l’élément fissuré s’écrit
W ∗(f ) = W ∗s (f ) + w
∗(M ) = W ∗s (f ) +
L
EI
||M ||2s(Φ) [9]
W ∗s (f ) désigne l’énergie élastique de l’élément fini non fissuré de longueur 2Le et
soumis aux mêmes conditions de chargement. En utilisant l’expression [3], l’énergie
élastique due à la présence de la fissure est donnée par
w∗(M ) =
L
EI
||M ||2s(Φ) [10]
où L est la demi-longueur de l’élément fissuré tridimensionnel utilisé pour l’identifi-
cation de la fonction s(Φ) comme expliqué ci-avant.
La relation de comportement non linéaire reliant les efforts appliqués aux dépla-
cements résultants au niveau de la section libre (z = 2Le) s’obtient par dérivation de
la fonction W ∗ par rapport à f , soit, en tenant compte de [8],
u = S(f ) · f = S(Φ) · f [11]
avec
S(Φ) = S0 +
2L
EI


L2es(Φ) −
L2
e
2 s
′(Φ) Le2 s
′(Φ) Les(Φ)
L2
e
2 s
′(Φ) L2es(Φ) −Les(Φ)
Le
2 s
′(Φ)
−Le2 s
′(Φ) −Les(Φ) s(Φ) −
1
2s
′(Φ)
Les(Φ) −
Le
2 s
′(Φ) 12s
′(Φ) s(Φ)

 [12]
où S0 désigne la matrice de souplesse d’un élément de poutre sain de longueur 2Le.
En appelant {uB/A}, le déplacement relatif de B par rapport à A, on établit la relation
suivante
{Tx2, Ty2 ,Mx2 ,My2}
t = (S(Φ))−1{uB/A} [13]
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Ensuite, on écrit les relations d’équilibre de l’élément de la figure 3, soit


Tx1 = −Tx2
Ty1 = −Ty2
Mx1 = −Mx2 + 2LeTy2
My1 = −My2 − 2LeTx2
[14]
ou en écriture matricielle
{Tx1, Ty1 ,Mx1 ,My1, Tx2 , Ty2 ,Mx2,My2}
t =Π1{Tx2, Ty2 ,Mx2,My2}
t [15]
avec Π1 =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 2Le −1 0
−2Le 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


[16]
Par ailleurs {uB/A} peut se mettre sous la forme
{uB/A} = {u
1
B/A, u
2
B/A, u
3
B/A, u
4
B/A}
avec


ux2 = u
1
B/A + ux1 + 2Leθy1
uy2 = u
2
B/A + uy1 − 2Leθx1
θx2 = u
3
B/A + θx1
θy2 = u
4
B/A + θy1
[17]
soit en écriture matricielle
{uB/A} = Π2{ux1 , uy1, θx1 , θy1 , ux2, uy2 , θx2 , θy2}
t [18]
où Π2 =


−1 0 0 −2Le 1 0 0 0
0 −1 2Le 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0 0 1

 [19]
Titre abrégé de l’article (à définir par \title[titre abrégé]{titre}) 11
On remarque que Π2 n’est autre que la transposée de Π1 notée, dans ce qui suit,
Πt
1
.
La matrice de rigidité de l’élément de poutre fissurée,Kef , vérifie
{Tx1, Ty1 ,Mx1 ,My1, Tx2 , Ty2 ,Mx2,My2}
t =
Kef{ux1, uy1 , θx1 , θy1 , ux2, uy2 , θx2 , θy2}
t [20]
En utilisant [15], on obtient
Π1{Tx2, Ty2 ,Mx2,My2}
t =Kef{ux1, uy1 , θx1 , θy1 , ux2 , uy2, θx2 , θy2}
t [21]
ensuite, en tenant compte de [13], on écrit :
Π1(S(Φ))
−1{uB/A} =Kef{ux1, uy1 , θx1 , θy1 , ux2 , uy2, θx2 , θy2}
t [22]
Finalement, l’équation [18] conduit à :
Kef =Π1(S(Φ))
−1Πt
1
[23]
Cependant, dans un code d’éléments finis, il est préférable d’écrire la relation [23] en
fonction des inconnues du problème (les déplacements nodaux). Cela nous conduit à
établir la relation :
(S(Φ))−1 = K(ϕe) = K0 −Ke(ϕe) [24]
permettant de distinguer la matrice de rigidité d’un élément de poutre sain de lon-
gueur 2Le et de moment d’inertie I , Π1K0Πt1 de la matrice modélisant les ef-
fets de la présence de la section fissurée, Π1Ke(ϕe)Πt1. ϕe est l’angle défini par
ϕe = atan(
θy2−θy1
θx2−θx1
) et K0 est donnée par (Lalanne et al., 1990)
K0 = S0
−1 =
EI
2Le(1 + a)


3
L2
e
0 0 − 3Le
0 3L2
e
3
Le
0
0 3Le 4 + a 0
− 3Le 0 0 4 + a

 [25]
avec a = 12EI4µkSL2
e
le coefficient permettant la prise en compte des effets du cisaille-
ment. Pour un élément de poutre classique, on a a = 0. Par la suite, en exploitant la
relation [24], on obtient
Ke(ϕe) = K0 − (S(Φ))
−1
=
EI
2L


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 kxx(ϕe) kxy(ϕe)
0 0 kyx(ϕe) kyy(ϕe)

 [26]
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avec


kxx(ϕe) = kyy(ϕe) =
L2(4Les(Φ)+4Ls
2(Φ)+Ls′2(Φ))
Le(4L2e+8LLes(Φ)+4L
2s2(Φ)+L2s′2(Φ))
kxy(ϕe) = −kyx(ϕe) = −
2L2s′(Φ)
4L2
e
+8LLes(Φ)+4L2s2(Φ)+L2s′2(Φ)
[27]
Lorsque L = Le, on obtient


kxx(ϕe) = kyy(ϕe) =
4s(Φ)+4s2(Φ)+s′2(Φ)
4+8s(Φ)+4s2(Φ)+s′2(Φ)
kxy(ϕe) = −kyx(ϕe) = −
2s′(Φ)
4+8s(Φ)+4s2(Φ)+s′2(Φ)
[28]
0 1.57 3.14 4.71 6.28
−0.2
−0.1
0
0.1
0.2
0.3
φ
e
 (rad)
k
xx
(φ
e
)
k
xy(φe)
Figure 4. Termes de Ke(ϕe) pour une fissure à fond droit de profondeur a = D2 ,
Le = L = 2D
En considérant les résultats des calculs tridimensionnels réalisés sur l’élément fis-
suré de la figure 1, on identifie la fonction s(Φ) comme décrit précédemment, ensuite
on détermine les termes de la matrice Ke(ϕe) grâce à la relation [26]. Les termes de
la matrice Ke(ϕe) pour une fissure à fond droit de profondeur a = D2 sont donnés
par la figure 4. Ils montrent de faibles variations sur l’intervalle [0, pi2 ] tandis que sur
[pi2 , 2pi], leurs variations sont importantes mais régulières. La fissure est totalement
fermée pour ϕe = pi2 , image de Φ =
pi
2 . Elle s’ouvre totalement en ϕe =
3pi
2 , image
de Φ = 3pi2 .
3. Validation de la démarche en statique
Afin de valider la démarche de construction de l’élément fini de poutre fissurée
présentée avant, on se propose de comparer les résultats de la modélisation poutre à
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T
z
2D 4D
Section fissuree
(a) Modèle tridimensionnel
T
zElement fissure
4D 2D
Element sain
(b) Modèle poutre
Figure 5. Modélisation de la structure par éléments finis 3D et poutre
ceux de la modélisation tridimensionnelle d’une structure comportant une fissure. On
considère alors un cylindre d’axe (oz) de diamètre D = 0, 5 m, de longueur totale
Lt = 3 m, encastré à son extrémité z = 0 et soumis à l’autre au couple d’efforts
T = (Tx = cos(α), Ty = sin(α)) avec α variant de 0 à 2pi. Le cylindre comporte, en
z = 1 m, une fissure à fond droit de profondeur a = D
2
, cf. figure 5(a). Les calculs
tridimensionnels réalisés avec le Code_Aster c© tiennent compte du contact unilatéral
entre les lèvres de la fissure. Le modèle poutre consiste en deux éléments finis poutre :
le premier est un élément de poutre fissurée de longueur totale égale à 2 m, soit 4D,
cf. figure 5(b). Il comporte une fissure en z = 1 m. Le second est un élément fini de
poutre classique de longueur 1m. La figure 6 montre une très bonne concordance des
résultats.
4. Etude du comportement vibratoire d’un arbre fissuré en flexion
Considérons, dans ce qui suit, l’arbre fissuré de la figure 7 dont on se propose
d’explorer la réponse vibratoire. Il est modélisé par une poutre de masse répartie m,
de section circulaire constante S, de diamètre D = 0, 20m, comportant, à mi-portée,
une section fissurée. Il est simplement appuyé à ses deux extrémités et est soumis à
l’effet de son poids propre. La rotation imposée à l’arbre se traduit par une vitesse de
rotation Ω de la structure autour de son axe (Oz). On se contente de découper cette
structure en cinq éléments de même longueur l = 0, 80m. Les éléments 1− 2, 2− 3,
4−5 et 5−6 désignent les parties saines de la structure. L’élément 3−4 est un élément
de poutre fissurée construit selon la démarche détaillée ci-avant.
On suppose que la présence de la fissure n’affecte que la matrice de rigidité du
système mécanique dont l’équation de l’équilibre dynamique s’écrit, à tout instant t,
sous la forme
MX¨ +DX˙ +K(X) = F [29]
X désigne le vecteur des déplacements nodaux,M la matrice de masse, D la matrice
des amortissements visqueux, K(X) la matrice de rigidité du système et F le vecteur
des forces aux nœuds dues aux seuls effets du poids propre de la structure. X˙ est la
dérivée par rapport au temps t de la variable X. Dans cette étude aucun balourd rési-
duel n’a été considéré. Les effets gyroscopiques sont négligeables et, par conséquent,
ne seront pas considérés dans cette étude.
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Figure 6. Comparaison du modèle proposé aux résultats tridimensionnels et à ceux
de la représentation nodale, aD = 0, 50
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Figure 7. Modélisation de la structure par éléments finis
A l’instant t = 0, la fissure est totalement ouverte, cf. figure 7(b). On suppose que
la matrice de rigidité reste inchangée entre deux instants tn = nh et tn+1 = (n+1)h
où h est le pas de temps utilisé pour l’intégration numérique du système dynamique.
Afin d’assurer la validité de cette approximation, il faut considérer des pas de temps
relativement petits par rapport à la période de la réponse vibratoire du système.
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Figure 8. Exemples d’orbites du nœud 3, aD = 0, 50, d=0,05
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Figure 9. Exemples de spectres d’amplitude de u(t) du nœud 3, aD = 0, 50, d=0,05
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Dans le domaine des basses fréquences, cette contrainte est facile à surmonter. La
matrice de rigidité est alors actualisée à la fin de chaque pas de temps. La méthode
d’intégration numérique utilisée ici est celle de HHT (Hilber et al., 1977) avec :
α =
1
3
, γ =
1
2
+ α et β =
1
4
(1 + α)2
ce qui correspond, dans le cas linéaire, à un schéma implicite inconditionnellement
stable de précision maximale (Géradin et al., 1992).
La modélisation de la structure fissurée par des éléments finis de type poutre sains
connectés par un élément fini de poutre fissurée permet de tenir compte de façon exacte
de la condition de contact unilatéral entre les lèvres de la fissure. Ceci se traduit, au
moment de la fermeture totale de la fissure, par
Ke(ϕe) = 0
La matrice de rigidité de l’élément fissuré est celle d’un élément sain. De plus,
grâce à cette modélisation, les pas de temps utilisés sont 20 à 100 fois plus grands
que ceux utilisés pour l’intégration du système dynamique en suivant la méthode
implicite-pénalisation utilisée lorsque la section fissurée est modélisée par un élément
nodal (longueur nulle) tel que décrit dans (El Arem, 2006) ce qui permet un gain
important en temps de calculs et en espace de stockage des résultats numériques.
Le glissement (diminution) des fréquences de résonance de la structure fissurée
ne peut à lui seul être considéré comme un indicateur fiable de la présence de fissures
(Dimarogonas, 1996; El Arem et al., 2006). L’examen de la réponse vibratoire du sys-
tème dynamique montre la présence du phénomène de résonance super-harmonique
aux passages par des vitesses de rotation de l’arbre (Ω) voisines de sous-multiples de
la première vitesse critique (w1). Ainsi, pour
ξ ≈
w1
n
avec n ∈ N
l’orbite ainsi que le diagramme de phase du rotor sont formés de n boucles entrelacées
(cf. figures 8 où l’amortissement visqueux réduit d vaut 5 %). De même, le niveau
vibratoire de l’harmonique d’ordre n atteint, à cette vitesse de rotation, des valeurs
relativement élevées , cf. figure 9.
5. Conclusions
Une méthode originale de construction d’un élément fini de poutre fissurée a été
présentée. Le phénomène de respiration de la fissure est décrit finement puisque la sou-
plesse due à la présence des fissures est déduite de calculs éléments finis tridimension-
nels tenant compte des conditions de contact unilatéral entre les lèvres. La démarche
est simple et compréhensible et peut être appliquée à toute géométrie de fissures. Il est
important de noter la réduction considérable des coûts de calculs par rapport à l’uti-
lisation de la technique de pénalisation. En effet cette technique, employée lorsque la
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section fissurée est modélisée par un élément nodal (El Arem, 2006), conduit à l’ap-
parition de fréquences numériques très élevées (sans sens physique). Les pas de temps
considérés pour l’intégration numérique temporelle du système dynamique sont alors
très faibles et les coûts de calculs, par conséquent, très importants.
Par rapport à la représentation nodale de la section fissurée et la technique de
pénalisation pour tenir compte des conditions de contact entre les lèvres, ce modèle
présente les avantages suivants :
– prise en compte de façon exacte du phénomène de respiration de la fissure,
– réduction des coûts de calculs de 20 à 100 fois.
Dans l’étude des arbres fissurés, les chercheurs ont souvent supposé, afin de réduire
la difficulté du problème, que l’amplitude des vibrations dues à la présence de fissures
est faible par rapport à celle des vibrations dues aux charges permanentes (El Arem
et al. (2006), Gasch (1976), Mayes et al. (1976), Mayes et al. (1980), Davies et al.
(1984), Henry et al. (1976), Gasch (1993)). Le modèle présenté ici permet de se passer
d’une telle hypothèse.
Ce modèle simple et peu coûteux a également permis de mettre en évidence le phé-
nomène de résonance super-harmonique connu pour les systèmes dynamiques tour-
nants présentant des fissures. En revanche, ce phénomène peut avoir d’autres origines
telles que la présence de dissymétrie tournante. Ainsi, d’autres paramètres vibratoires
doivent être suivis par les exploitants de machines tournantes pour une surveillace ef-
ficace de l’état de leurs matériels. Il a été rapporté par El Arem et al. (2006) que les ni-
veaux vibratoires des premières harmoniques ainsi que la déflexion statique moyenne
sont deux paramètres sensibles à la propagation de fissures.
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